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Résumé - Dans le cadre de I’optimisation topologique d’un canal verticalement chauffé et d’un
écoulement fluide a convection naturelle dominante, une nouvelle fonction objectif dite locale est
étudiée. Celle-ci prend en compte des grandeurs physiques définies en chaque point du domaine de
calcul, telles que les angles entre le vecteur vitesse et gradient de température, afin de favoriser les
échanges de chaleur. Une étude numérique superposant cette fonctionnelle a des fonctions objectifs
globales classiques est présentée. Des géométries de canal qui convectent mieux la chaleur sont obtenues.

Mots-clés : Convection naturelle ; Canal vertical ; Optimisation topologique ; Optimisation locale ;
Meéthode de I’adjoint.

Abstract - In the context of the topological optimization of a vertical channel asymmetrically heated in
mixed convection, a new local cost function is defined and studied. This local cost function involves
some physical quantities in each point of the computational domain, namely the angle between the
velocity vector and the gradient of temperature in order to increase the heat transfer in the channel. A
numerical experiment is carried out along with the use of some more classical global cost functions. A
channel shape with increased heat convection is obtained.

Keywords: Natural convection; Vertical channel; Topology optimization; Local optimization; Adjoint
sensitivity analysis.

Nomenclature

u  Vecteur vitesse Pr Nombre de Prandtl

6  Température Rap, Nombre de Rayleigh modifié

p  Pression Nu Nombre de Nusselt

v Perméabilité inverse On  On =n -V, dérivée par rapport a la normale
Re Nombre de R;ynolds 1l lzll = \/:1:% + 22+ - + 22, norme

Ri Nombre de Richardson

1. Introduction

L’économie d’énergie est un enjeu majeur des batiments en milieu tropical ou les températures
extérieures €levées imposent encore trop souvent d’utiliser des systemes énergivores permettant
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d’assurer le confort des occupants d’un batiment. Nos travaux concernent les échangeurs de
chaleur passifs fonctionnant a partir des principes du thermosiphon et de la ventilation naturelle
tel que le mur Trombe.

La géométrie naturelle du canal par lequel I’air d’un mur Trombe s’écoule est le canal verti-
cal rectangulaire. Il a ét€ montré que des géométries moins instinctives peuvent mener a des
échanges de chaleur plus importants entre 1’entrée et la sortie du canal et donc a une meilleure
performance du mur Trombe [1]. L’ optimisation topologique d’écoulement fluide est un outil
d’aide a la conception important pour le concepteur. C’est un domaine de recherche tres actif,
comme le montrent les récentes études de la littérature [2, 3]. Cette communication présente
de nouvelles fonctionnelles qualifiées de fonctionnelles locales. Une fonction objectif est I’ex-
pression mathématique des quantités physiques que 1’on souhaite minimiser ou maximiser afin
d’optimiser les performances d’un systeme. Certaines fonctionnelles sont classiquement uti-
lisées en optimisation topologique : la minimisation des pertes mécaniques par dissipation entre
I’entrée et la sortie d’un écoulement ou 1’augmentation des échanges de chaleur au sein d’un
domaine. La plupart des fonctionnelles proposées a ce jour sont des fonctionnelles globales. Ces
fonctionnelles globales sont mathématiquement définies aux frontieres du domaine via 1’utili-
sation d’intégrales surfaciques. Il s’agit souvent de différences de quantités entre 1’entrée et
la sortie d’un domaine. L’originalité de nos travaux consiste a définir et a utiliser des fonc-
tionnelles locales qui prennent en compte des quantités calculées au sein du domaine a 1’aide
d’intégrales volumiques et qui permettent de minimiser et d’optimiser des quantités basées sur
des considérations physiques locales. L’intérét de ces fonctionnelles est qu’elles peuvent ren-
forcer ou diminuer localement 1’influence des fonctionnelles globales sur I’optimisation topo-
logique. Ceci offre par exemple la possibilité au concepteur de définir au sein de son domaine
des zones ou il souhaite affiner les résultats d’une optimisation topologique classique.

2. Equations physiques du probleme

2H
Nous étudions ici des écoulements de fluides en convection naturelle

dominante (convection 1égerement forcée). La technique d’optimisa-

tion utilisée est la méthode adjointe continue d’analyse de la sen- ,,,
sibilité telle que décrite par [2, 4]. Les équations de Navier-Stokes
sont pénalisées par un terme —h,(y)u. v est un champ scalaire
qui représente la perméabilité inverse de la matiere. Ce terme est
nul lorsque nous avons localement du fluide et suffisamment grand
lorsque nous avons localement un solide. La vitesse est ainsi proche
de zéro dans les zones solides. La fonction A, () est une fonction w2
sigmoide qui pénalise les valeurs intermédiaires de v, elle a été pro-
posée par [5].

Heated plate

Y, €y, v

T_> X, &, u
La Figure 1 représente la géométrie de notre probleme. Les équations
sans dimension de notre probleme physique (1) sont les équations de  Figure 1: Géométrie du
continuité, de Navier-Stokes en incompressible et de transfert de la canal chauffé
chaleur.

T

V-u =0 in €,
(u-V)u =—Vp+AAu— h.(y)u+ Be, inQ, (1)
u-Vé  =V-(Ck.(y)V0) in Q,

ou les constantes A, B,C = {Re_l, Ri, Re_lPr_l} avec Re le nombre de Reynolds, Ri le
nombre de Richardson et Pr le nombre de Prandtl.



Les conditions aux limites considérées sont les suivantes :

u =0, Vp =0, 0,0 = —1 surl'y,

u=0, Vp =0, 0,0 =0 surly,

u = u;e,, Vp =0, =0 sur I';, )

Opu-e, =0, p=0, 0,0 =0  surl,,sil’écoulement est sortant
gn'ue%ej i 0 } , p=—05]ull>, =0 sur I',,, si I’écoulement est entrant

oul'y, I'y, I';, et I', sont respectivement la paroi chauffée du canal, la paroi adiabatique, 1’entrée
et la sortie du domaine. Le champ de vitesse u; a I’entrée du canal a un profil parabolique via :
ui(x) = 6.1z(1 — z).
. PP L . T—-T,
Les grandeurs physiques ont été adimensionnées de la fagon suivante : © = —, 0 = ———
Urer AT
Qv

A
etp = avec T, = 298.15 K, Urgs = < et AT = % @, est le débit volumique

_pr
pO.5URg
imposé a I’entrée, S la surface de I’entrée p la masse volumique du fluide, b la largeur du canal.
A et ¢ sont la conductivité thermique du fluide et le flux de chaleur de la paroi chauffante.

3. Formulation du probléeme d’optimisation

Le présent probleme d’optimisation consiste & minimiser une fonctionnelle 7 (u, p,#) avec
(u, p, 0) respectant I’équation (1). Nous utilisons les fonctionnelles globales suivantes étudiées

par [1]:

1 1
Ji(u,p) = — /ptdS/ u-ndS—— /[ p,dS [ u-nds, 3)
Tl Jr, r, Tol Jr, r,
1 1
Jo(u, ) = / 0dS/u-ndS+ HdS/ u-ndS. 4)
’F’L| I; Ty |FO‘ I o

Ci-dessus p; = p + 1/2 |u|? est la pression totale, T'; et T, sont respectivement I’entrée et la
sortie du domaine. La fonctionnelle globale (3) minimise les pertes d’énergie mécanique du
fluide entre I’entrée et la sortie du domaine tandis que la fonctionnelle globale (4) maximise
la puissance thermique entre ’entrée et la sortie du domaine. Nous proposons de définir et
d’ajouter une fonctionnelle locale a ces deux fonctionnelles.

3.1. Définition de la fonctionnelle locale

L’idée est ici de maximiser ou minimiser localement les transferts
de chaleur. Dans le cas d’une plaque plane semi-infinie parallele a
un écoulement, la chaleur est parfaitement convectée et le gradient
de température est orthogonal au champ de vitesse. Nous pouvons
ainsi en déduire que, pour mieux convecter la chaleur dans le canal,
le gradient de température doit étre orthogonal au champ de vitesse
au niveau de I'interface fluide/solide (voir Figure 2).

Figure 2: Orientation
des grandeurs phy-
siques afin de favoriser

la convection de la
Physiquement, faire en sorte que deux vecteurs soient orthogonaux chaleur

revient a avoir un cosinus nul. Le cosinus cos (u, V) est donné par

u- Vo
o) = L V7
cos (u, VO) = el



Ce dernier est compris entre —1 et +1. Etant donné qu’il est plus partique numériquement d’ op-
timiser une quantité de signe constant, nous proposons de minimiser son carré. Enfin, comme
I’application x € RY — ||x| € R n’est pas différentiable en x = 0, nous allons perturber
le dénominateur pour retrouver une fonctionnelle objectif locale différentiable ce qui nous per-
mettra d’utiliser des algorithmes a base de gradient pour la résolution numérique du probleme
d’optimisation. La fonction colt considérée est enfin :

1 - V)
To(u,0) = —/ (u-v )2 dQ, s = 1075, (5)
2 Jo ([[ulll[VO])" + s
Cette fonctionnelle est locale dans le sens ou la quantité % en chaque point du do-

maine de calcul entre en jeu dans le processus d’optimisation. Minimiser cette quantité revient
a faire tendre les vecteurs u et/ou V@ vers 0 ou bien a faire en sorte qu’ils soient orthogonaux.

3.2. Poids des fonctionnelles

Puisque que ces trois fonctionnelles peuvent chacune favoriser un objectif contradictoire, nous
leur attribuons a chacune un poids différent sous la forme d’un scalaire ¢y, ¢, c3

min j(U,p, 0) =C jl(u7p7 Q>_C2 j?(uvpa 8) + C3 k??)(uvp7 8)7

ou (u, p, ) vérifient (1), (2),

Les fonctionnelles sont normalisées par rapport a leurs valeurs maximales et minimales qu’elles
peuvent prendre, via la formulation (7). Les valeurs f,,.. ( respectivement f,,;,) de J; et J
sont obtenues en les maximisant (respectivement minimisant) indépendamment d’autres fonc-
tionnelles. La fonctionnelle locale 73 est comprise entre 0 et 1 par construction.

(6)

P f - fmzn
=" (7
fma:p - fm'm
Pour notre expérience numérique nous aurons pour la suite : finax = 0, fimin = —30, fomax =

0'2’ f2min - O’ f3max - ]-’ f3min =0et Cl = Cy =C3 = 0.5

Le signe négatif devant J> vient du fait que I’on cherche a maximiser [/, donc a minimiser son
opposé.

4. Méthode d’optimisation topologique

4.1. Fonction d’interpolation

La perméabilité inverse est interpolée par la fonction sigmoide suivante, telle qu’utilisée dans
[1]. Cette fonction pénalise continiment les valeurs intermédiaires de v afin de les faire tendre
vers une valeur v nulle (fluide) ou tres grande (solide). Apres I’application de cette fonction,
les valeurs intermédiaires sont minoritaires, voire inexistantes. La fonction d’interpolation de la
diffusitivé (9) est construite sur le méme principe. Nous utiliserons par la suite 7 = 0.6.

1 1
1+e -9 14 e™0

he(7) = Ymax , ®)

kg 1 1
= (= _1 — 1.
) = (2 -1) (e 1 ) * ©




4.2. Probléeme adjoint

La méthode des multiplicateurs de Lagrange décrite dans [1, 4, 5]) est utilisée pour résoudre
notre probleme d’optimisation. Le lagrangien £ est défini par :

L(u,p,d,a*,p*,0%,7) ZJ(u,pﬁ)Jr/R(u,pﬁ)-(U*,p*,ﬁ*)dQ, (10)
Q

ou (u*, p* 0*) sont les variables adjointes. R(u,p,d) = 0 sont les contraintes de notre
probleme d’optimisation données par les équations physiques (1). Les fonctions colits peuvent
se décomposer en fonctionnelles définies sur la frontiere du domaine ou bien son volume. Afin
d’obtenir une formulation générale du probleme d’optimisation, nous considérons

J(u,p,0)=c1Ji + 2o+ c3T3 = / Jao(u,p, 0)dQ + / Jr(a,p, 0)dI.
Q T

La dérivée fonctionnelle (au sens de Fréchet) de 75 est donnée par les équations suivantes :

0T (u-Vo) 2 I1VO||*u - du
—\ou| = Ve - ou) dQ) — u- Ve Q,
o /Q<Huuuveu>2+s( ao -~ [ - v) (((I\ul\HWI!)2+s)2>

07 (- Vo) w0 [ oy ( Il2v- Vs
106 = /Q(| (V66 - u) A0 /Q( Vo) (<(I >dQ,

[ul[[V])° + s [ul[[V6])° + 52
= / 66<I>~ndS—/59div<I>dQ,
or Q
avec )
. 2 .
po (V0 u_( Jul? (u- V) ) -
(Il w6+~ \ ((lullIVoI)* + )

Les dérivées de 1la somme des différentes fonctionnelles sont donc :

0Ja _ VO oy a0 [ e (u- vO)? V6| * 0
du /ﬂ (|IU||||V9||)2+S< ) /ﬂ ( )<((|IUI|||V9||)2+S)2) ’

0TJa :

W = —/S; C3 divd dQ, (11)
TJa

o Y

Et prenant les conditions limites de notre probleme qui annulent certaines intégrales surfaciques,
les dérivées fonctionnelles de Jr sont :

oJr 1 /

— =—c — [ u-ndS

ap r; ! ‘Fz’ T

% = Co /—/— u-ndS+63/(I>-ndS

o T, |Fo’ Ty o (12)
% = —c Ln/ dS—cu/undS

o N = 1 |Fo| Opt 1 )

1
+ Cgml’l /FO edS,



Les points qui annulent £ par rapport aux variables primales permettent d’obtenir les équations
du probleme adjoint (13) qui est donné par [1, Eq. (15-16)].

Vp* —h(y)u*+ 0V + AAu"+Vu " u— (u"-V)u= %iuﬂ sur €2,
V-u*:%surQ, (13)
dp
Bu'-e;+u-Vo"+V-(Ck.(7)VO) = Wsurﬁ,
et leurs conditions limites associées :
sur 'y Ul . u* =0, % =Re ' Pr !k (a)VO* -n, ,p* =0,
sur'; : wy =0, 6 =0, % = —uy, O,p* =0,
dp
sur'yy : uy =0,
—0* u, — Re ' Prt ko (7)0,0% = %, (14)
0
—p* — 6" —Re? 8nu*~n—u;un—u-u*:ﬁ-n,
Jdu
sur'yo 0 u*=0,0*=0,
—p* —Re ', u* -n = 0 .
ou

ol u, = u-netu; = u-t sontlacomposante normale et tangentielle de u et ou I'y; et [' o

représentent la frontiere de sortie du domaine lorsque le fluide est sortant (I',;) ou bien rentrant
[yo.

4.3. Implémentation

Le gradient de la fonction cofit par rapport aux parametres de conception y est donné par :

8\7 8h7' ak}

—(v) = u-u*—C Vo -Vo* dans (),

0 0y 0y (15)
0T Ok,

R () C R O*avec 0,,0 sur 'y

Une méthode du gradient conjugué permet d’itérer vers la configuration qui minimise les fonc-
tions coiits (voir [3, p. 5, Figure 2]).

5. Expérience numérique

L’implémentation d’un solveur adjoint a été réalisée en interne grace a la librairie OpenFOAM.
Le cas physique considéré est celui du canal présenté précédemment. Les composantes de
chaque fonctionnelle ainsi que la puissance thermique développée par le canal sont calculées
pour les différents cas. La puissance thermique est donnée par 1’équation (16).

Pth:/ Hu-ndS—/Gu-ndS. (16)
o I

Nous calculons aussi la fraction (); de solide ajoutée au domaine €2

Q="

=—— | h.(y)de, 17
Ymazx ‘/tot /Q (7) ( )



ou V,,; = 2HD est le volume total d’(2.

Trois cas sont étudiés. Le cas 1 est celui du canal non optimisé, le second correspond a I’uti-
lisation des fonctionnelles globales (3) et (4), comme cela a été fait dans [1]. Le troisieme cas
consiste a ajouter I’usage de la fonctionnelle locale (5) au cas 2. Tous les cas sont simulés avec
Ri= 200 et Re= 400.

Les Figures 3-(a), 3-(b) et 3-(c) concernent le cas 2 et représentent respectivement le champ
de densité solide (h(7)), le champ de vitesse u et le champ de température 6. Les Figures 3-
(d), 3-(e), 3-(f) concernent le cas 3 et représentent les mémes champs. Le Tableau 1 donne les
différentes grandeurs post-traitées pour les différents cas.
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2.1e01 208+05
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Figure 3: Cas 2 : Canal optimisé avec utilisation des deux fonctionnelles globales. (a) :
perméabilité inverse — (b) : Champ de vitesse — (c) : Champ de température

Cas 3 : Canal optimisé avec I’ajout de la fonctionnelle locale aux deux fonctionnelles globales.
(d) : perméabilité inverse — (e) : Champ de vitesse — (f) : Champ de température

6. Discussions et conclusions

La Figure 4 représente la fonction cofit au fil des itérations. Celle-ci décroit et tend vers une
valeur asymptotique. L’ajout de la fonctionnelle locale aux fonctionnelles globales donne des
profils de canal tres différents, comme le montre la comparaison entre les Figures 3-(a) et 3-(d).
La fonctionnelle locale a donc un effet non négligeable sur les canaux optimisés, la quantité
de matiere ajoutée passant de 14.3% a 55.0%. Comme le montre le tableau 1, la puissance
thermique P, est sensiblement la méme entre le cas 2 et le cas 3. Pour autant, la fonctionnelle
locale vient renforcer le poids de la fonctionnelle thermique 7> qui augmente de pres de 2 fois



entre les cas 2 et 3. Le canal obtenu dans le cas 3 transfere mieux la chaleur en faisant face a
pres de 72% de pertes de charge en moins au fil de I’écoulement.

Il serait intéressant d’étudier le comportement de cette
fonctionnelle locale de facon isolée. Les tests que
nous avons menés a ce jour avec diverses fonction-
nelles locales font ressortir des difficultés considérables ;
de convergence des calculs. L’algorithme de descente
actuel doit étre amélioré pour traiter les fonction-
nelles objectifs locales. Des travaux de recherches sont
encore a mener pour nous éclairer sur le potentiel
de ce type de fonctionnelle dans un contexte indus-
triel.

Cout fonctionn:

0 50000 100000 150000 200000 250000 300000 350000 400000
Itération

Figure 4: Coit de la fonctionnelle en
fonction des itérations du calcul.

Tableau 1: Quantités avec et sans optimisation avec Re= 400, Ri= 200 et w = 0.5 et pour le
Cas 1 (sans optimisation), le Cas 2 (avec optimisation i, J>) et le Cas 3 (avec optimisation

T, J2y T3)

Py Ji T2 I3 J o
casl 0.017 -9.176 0.022 0.016 0.106 0

cas2 0.0b3 —24.928 0.062 0.019 0.270 14.5

cas3 0.061 —-16.424 0.125 0.027 —-0.024 55.8
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